DES SERIES PEU CONVERGENTES EN SHRIES TRES OONVERGENTES. I'l
nous aurons
7 _ (=1F {1234, @ka1) )8 (1.2.8...k2
k17 g 1.2.8.4..... .3k 1) 3k + 2)
Y (8K -+ 2) (4%~ a +-1) v o 2[){]‘:4-1'.?4—]5[4-—1)(k+1)+3(a——1)‘ a
Cpp =" {2&5-«1]" ==t s Cop 1= 3 Fypra
et ensuite
1 1 L 1
“3' el 't;"‘f}i_ ""’ Em‘)? I“ E_'_:T}a "'_' -----
k=oo
W Fok (8k 42 1k a 4-1) 20 (k 1 1}“—!-15(11—])(!:4-1)4—3[::- l}‘} 12
=< a¥ (- ]T“T.,..{r: -i-‘T}}T‘" { (2k 2 N —ﬂ{rx-r 2k 13 ( )
k=0
Par exemple
k:(})
1 1 1 1 N 15
e g e -:Z‘"w
k=0
on on o
pr— (V123 @Ea P o 2.3...k) {ﬁtij_p_!_i_r_q 4o B 2R 419k 447
[ M N8, @k 111,20, (3% 1 9) (2k-1-1)3 24 (k63
Voici les valeurs de
Ple, P;,. s !
et celles des sommes
Py~ P=8"," P/ P+ P=8 . uus?
P/=0,00452 49180 27845 02509 02041 53565 03510. ..
2 —5 42448 95733 74321 65966 93456
SI' = 0,00452 49174 85396 06775 27714 875098 10054
8 “+4 96628 69765 35065 34745
S = 0,00452 49174 - 85401 03403 07485 22663 44799
7 — 30 87571 99101 53449
Sy = 0,00452 49174 85401 03373 09913 23561 91350
Pl - -- 605 76904 17114
§/=0,00452 49174 85401 03373 10519 00166 08464
P’ — 25952 32549
S, =0,00452 49174 85401 03373 10518 74513 75915
I 4 + 19 66573
S, = 0,00452 49174 85401 03373 10518 74533 42488
P.; — 2306
S, =0,00452 49174 85401 03373 10518 74533 40182

2!
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En ajoutant & S; le nombre

QUL G IS LR P W 1S L ot =
2% 33 4 0t (i 78 g3 i 108

—1,19753 19856 74193 95166 BG6862 86978 04813...,

nous obtenons pour la somme

—

3

=

=o0
k=0
la méme valeur approchée
1,20205 69031 59594 28539 97381 61511 450
qu'auparavant (§ 5).
§ 7. Nous venons appliquer la formule (10) an caleul de la somme

k=co
(8 /L3\s  [1.8.5Y  [1.8.5.7) CONO [ 1852 —1) |8
1,%(_2_) " (51) ""(2-4-5) "_(_2.4.6 ﬂ') e '”2.1{ 3.4.0....2F } )

k=10

qui a 6té déterminée par M. Kummer jusqu’a la neuvitme décimale dans son mémoire ')
«Bine nene Methode, die numerischen Summen langsam convergirender Reilien zu berechnen».
A ce but nous trouvons d’abord par caleul direct

1+(_3)"|(‘—:)"+(§:f)“: 1,20825 19531 25.

Aprés cela nous posons dans la formule (10)

0
h=0, a=3, h=">5
ot transformons ainsi la somme
k=00 k=00
3| bt o LIRS by p
2.4.6....2k —\2.4.6.8 z...t{ H.6.7. ... (k+4)
k=4 k=
en
=00
1
2%
k=11
ou 'on a
g, = 1867 Fhge __{__(_l?.k—n—f:)(ﬂr’r—l—l_. 16042 -1- GGOk +- 699
kT 2.4.6.8) 5763, ... (2k-1-4) 4k 1-1) T 24 (2k -0

1) Crelle’s Journal, B XVI,
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et
7 _=1F 11.8.5.7.9.. (k1) {8.7.11... (4k-1)}’
ak--1 7 otk 1.6.9.18.17....(12k+-5)
Les trois termes
Q= 0,18495 22471 428... .
Q,=—0,00000 02706 443...
@,= 0,00000 00000 623...
k=co
suffisent pour déterminer la somme EQ‘: totale avee douze décimales.
k=0
Par addition’ .t‘p ces trois nombres nous obtenons
k:-_*_m
D', =0,18495 19765 61 cxact & 12 décimales
k=0
et enfin

k=w
{ ‘-32'_‘1-‘6-‘1(_22;” }“:1,20825 19531 25-+-0,18495 19765 61

k=0
=1,39320 39296 86 exact aussi & 12 décimales.

§ 8. Soient

- (—1}'a(a+3)...{ra+z-—_1}b(b+1]...(b~|-s—l){A$+Hms) vV __ Gz Dye
7~ (a+8)(a+8-1)..(a+Frx--z—1)(b-1-8).. (0 T2 r2—1)] oyt Ay Bpz =’

La condition (1) se réduit & celle-ci

(A,+B2) (a+d-+2-+2) (b+S+2-+2)—A,  ,—B

a‘:—l—lz:

=(C,+D,2) (a+d+2-4-2) b +34+2+2)+(C D, + D 2) (a+2) b+ 2),

d’on 'on tirera

B, =2D, , A ,=20,—(2z-+-25—1)D,

B, ,=2D,, =(@+8 {20, —B2+a+b+38—2)D, |
6, =T et 2BRp,, 4, =008 +E+rIrerb—ND,

1 & S0 +a--b—1)
Duﬂiﬂa ) Dl =EA0_'(—4_" T Bu

Y (#-1-8) (z-+-86-1-a— D) (z4+8+b—a) (@-§-1) D
PES A 4
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Ainsi la somme

e=00

2(_ xa{a+1] A4z —1)bb-+1)... (b-+2—1) (A, 4 Bys)
(@4+8). .. a8z D+d). (hada-zs—1)

£=0

se transforme en

:_1 : T ‘ Cx )
Z fav d)...ar 3 )-8, (hada-a—1)
=10

Si 'on pose
B,=0, a==b ct la partic réelle de 3>
cette transformation donne
1__( a )ﬂ+( PN v )'1_( a e+l  a+2 )a_._ ..... _
a+-8 a+8 aadal a8 a--dal aa-8-1-2
k=00

(—1)F 8¢ a+2} A8+ 2k —2) (54113 (8 -+ 8. . (8 -+ 2k — 1) (2k -+ 8) (6% —+- 38 + 2a +-1)
= ( : {l—i-

. 4“{64—6)*(4 B2 a2k 1) (a8 + 2h) }(lg)
k=0

Nous allons appliquer la formule (13) au caleul de la somme

(3 + (T — () . =S o s

k=0

A ce but nons trouvons
' k=11
142 1.8.5.. A L8...(2k—1))2
1*('{:) e (2.-:.:5. uu) \ (1) { 2.4...2k } e
LG

=(,84939 63148 35757 92845 819. ..
et en posant

923 1
a=- 3._..—‘!

nous tirons de la formule (13) éealité snivante
8

k:oo

NI S L (s e | T Vs R
z (—1) { 2.4.6.8.....9% } _Z I

k=11 k=10
oit 'on a )

R —(L135....21 3 (—1FLLRL0, L4k — 8) 80,73, .. (4K — 1) {1 4. (k1) 12k +51) }
kT \2.4.6....22 2.4K. 242,96 . (41 22)° 2. (4K -+ 24)%

Enfin par addition des nombres

q
e
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t=11 . ‘
DMLY = 0,84989 63148 35757 94845 819. .
k=0 .
R,= —0,01476 97674 05866 21872 353..
R,=" 0,00000 02944 41731 49650 865. .
L, = —0,00000 00001 98088 08398 309 ..
li,= 0,00000 00000 00541 37909 795. .
R, = —0,00000 00000 00003 37104 954. .
R,= " 0,00000 00000 00000 03655 325. .
Ry = —0,00000 00000 00000 00059 320. .
\ R,=  0,00000 00000 00000 00001 310. .
b Ry = —0,00000 00000 00000 00000 037, .
nous obtenons '
=00 a
%, k [ 1.B.5.7. —1 T S v e :
L‘} (—* | e m} =(,83462 68416 74073 18628 1

exact & 21 déecimales.
I est intéressant de comparer ce résultat numérique & celui du § précédent ct i
résultats de Gauss

(@  log. vulg. ]_[(1) = 1,9573210837 1550754011 (Gauss Werke B.1I1,161)

. d
®) Vi o = L,3110287771 4605990680 3207 (Idem, 413)
J
]
I.-.I.
ds
(v) log. hyp. ;,l:_-%_ = 0,2708121550 7159155410 6425 (Idem, 414)
o
0
. "r"
() 2] S = 0,9135791381 5611682140 724259 (Idem, 418)
“.J Vi1i— gt
[t}

au moyen des relations connues

k=co k=00 b
2 1.3.5:7. (21-1)} 9 N .8.6.7.. 2!»—1}
{ 2.4.6.8.. .2k 4...1( { 2.4.6.8.. }
k=0 k=0
1 "
J’::m
:L o 8 “a(l 5 N\ (—-l)k 1.8.5.7....(2k—1) )9
Vi—at* ~ Y = 4/ .2 - 2.4.6.8....2% }'_
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 On s'assurera ainsi que Uerreur du résultat (8) commence & la dix-huitieme décimale,
puisqu’on trouvera
1

dx

- =1,31102 87771 46059 90523

0
exact & 20 décimales.
§ 9. Soient

s (—1)fFala-+1)..... (o-4+2—1) 8 3
U.r;s — | a9 @+3d+1)..... (@-+ay+z—1) } {4, -+ B, (a~t-2) -+ C e+ 3)2\

= Lp - Gy (an1-2) - Ty (a -8
T3 A$+Bm(a+s]-r-03(a-i—:]‘ o8 7

%, =43,
La condition (1) se réduit & celle-ci
{4, -+ B, (a+2)-+0,(a +2)) (@vzref—A,  — B, (a+2)—0GC,,,(a+ 7 =
= |F,+ @, (@-+2)+Hy(a+2)} (a-+2,+ 2+

4 |+ @G (a+2-+1) 4-H, (a-+z-+1)"} (a —+2)},
d’od I'on tirera

¢,—2H,, B,=20,—@Bn—H, 4,=2T—0 2,—1) G+ (62,2 — b2,-+1) H,
o F, — (32,—1)%'G,+ (63— 6ay+ 1)z U =21, \—(B2+2) Gy i+ (6,2 62,+1)H,,
3z F — (82,— 3) 2,°G_~+ (152,'—162,+ 3) z’H = 2G,, ,— (3z,~+-1)H_ |

3z, F,— 3 (2z,— 1), G+ (102, —122,~+ 3)x, H,= 2H,

2G, — Oz N, ;=— xt {26, — (5w, —4)H, 1
et ensuite

@, = =4 g - K1 PE+1). . 1)

P o=10e 00D Ho 2 g e K18 @1 —1) (22,=1)

§x, r-+1

8H,  ,+ (Ta,} + Ta+ 2) (2,+-1) H,, .—% (#,+1)H, =0

1, 1 88 —2 v 1 83 —1 833 —1)
Hy=+C,, Go=y5B,+— Gy, 1‘0—'53“40—"_1"1}0—__”3—‘(’0

68 —4 1 =1 48 38 (8 —1) (A —8) 8 .
K = 6,—2=4 0=} B,— 25 G, ly=T4h—5 O L

cela étant, la somme
F=00

21A0+Bo(a+s)+00(a+z)ﬂl { ( Pa@-+1)....(a+z—1) }3

(a+6]{a+6+1]....{aa—&—l—z—l}

s

z2=0
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se transforme en

T=03
N Jm-l a,(;m~la[[ B
. d (=P (@S -1P3 L (@ 1-8 g — 1)
w=I)

Il est important de remarquer ici, que les CXPressions

! |
I F) G.’r ) I'{r'

ne dépendent de @ et par cuus%lunt plus a est grand plus notre transformation est

avantageuse. \

En passant aux cas p:trti(:niic'rs posons d'abord

=== ) e A
4,=3—1, Bye—= 2., (g =00,
Nous obtenons ainsi la formule de M. Schellbach
E=00 =00
y{-l}’(:m+ﬁ—l-'.a‘z—-l}rﬁ{u S SR i_izl}" ‘> (—1)® (26 -1- a-1- 20 — 1) 63(8 1P (F e —1)
(a8 (- -1 (e S s — 1) (-8R (a+8-1-1P, (a6 -z — 1P ’
=0 :r.._!}
cette formule dans le cas de 8 =1 se véduit & la formule de Stirling
W=
1 1 1 1 — ¥Rz - a-1-1)1%.28, 83, . 23
e R T e sl _._Tz_"ﬁ_l".._. \ { }( 3 }{ R
a? {@-1-15% {a-1-2) (e -1- B)* — 2at (@ --173 (@28, . .., (@ —+ a3}
' w={)
Posons ensuite
o) 8= G=0, =1
Dans ce cas notre transformation domie
1 1 1 b 'he- - Qa1 1 Ga* - 53am -+ 25
ad (@ -+ 1) B (rn-1-2)3 TR AT a8 dad (-1 2a% (0413 (a -+ 2)8
s 11702 -1- 986.a -1- 1107 40a? +- 420a -1- 664
Zat (o -+ 1)% (-4 2)3 (@ - )9 @® (@-1-13 (@ -4~ 23 (@ -+ B)? (@ +- 4)°
=790 - 407a? 1 5201 -+ 10480 L
at{a = 1) (- 2 (@ = 3P [ 1 4)¥ (@ -+ 5) AR
Par exemple
1 N S " o T 894 955 22167
108 118 U e gl R T 4.10%.118 2103112128 ¥ 2,105,117, 190.15°
. 72.5864 ) 4
10%.11% 127,153 145
et le caleul numérique donne 2 éHE
Mémoires do 1'Acad, Tmp. 4. se. VI Srie. 3 r“*”&“
“‘-—-—-_.__6_
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l—g4+g—mtm—mtp—g = 090211.64764.14957. .
1 =
— 5 = — 0,0005
304 T
e — —0,00007 40045 07889 .
B

|

+ 5 g = -+ 0,00000 02076 11584

26T 0,00000 00021 93436. .

S0P 1119 8
79, RB6G4
TR TEN DS S EE
720104100
B TV R [ E O FTEO W R

= -+ (,00000 00000 46028. .
— — 0,00000 00000 01602, .

En ajoutant ces nombres on tronvers

1 1 L. oo e ] (=1
R S ATt R 71 LTS e

Yo e = 090154 26773 (9642,

résultat dont les treize premivcrves déeimales sonf exactes, puisque on o

=e0 =

~ =1 a .’l\" . . N
Z (- 1;“ —=2N fi: 0,90154 26773 GIG6HH. .
k= fr==1

§ 10, En términant ce mémoire nous remarquons, que les transformations semblables
aux précedentes peuvent étre appliqnées avee plus ou moins de sueets aux plusieurs auntres
séries, et indiquons encore les formules snivantes

£=89 m—=cn
V(22 -1- 0 —1)at. ... (o421 N B e L 0 G B 12185, (0 + ':__l

it @ a=0P . a8 — 1) T L BN (2 (28 1) (25 - 2 — 1) (-1 B (- B o 1)
=) =1

=00 it o %]

N1 NGRSttty gy

P, {mq—s}ﬁ_ D d 2061014 - B) PN I S VI TR e T}

z=10 x=10

ol =

N ala-1-1)(a-+2). . {n -z 1) A Dy v Ggpa=a- Ty - Lya? B
{ @0 at-64-1). ..a1-84z—1 | Lo (03 a8 T frt-Fm—1F 2
2= =1}

ott 'on a -

Ly=0, =gy

4 - 4 ol | ' =1 - i
a! = [1’; PO Lo+ 267, - 92,0+ B, 1) L, — a1, =0,
. Trl-— G da -1 A2y — 70y -1- 80
IfT—— L G—— _th_{"_ Ln'-l—I = i R TR L
_ (Bxy —2) (4o +1) by — Bday? -+ T0m, — 20 i g
Pyt e ]x-|-1 TR TR0 Bl 2 F= = 5.

——anlon——o



